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RECHERCHE DES ENSEMBLES MINIMUM POUR
UNE CASCADE DE FILES D’ATTENTE AVEC IMPATIENCE

Abdalkader Gheriballah et Bénamar Chouaf

Résumé. Des conditions de récurrence et de récurrence positives sont obtenues sur un
systeme de files d’attente dans lequel les clients impatients quittent la chaine. Les temps des
inter-arrivés, les temps de service et les temps d’impatience sont indépendants et indépendantes
entre eux.

1. Introduction

En 1978 F. Charlot et J. Pujolle [2] ont étudié la récurrence et les ensembles
minimum pour un systéme de files d’attente composé d’une seule station. En 1979
Numelin [7] a étudié les systémes de files d’attente classiques en tandem. Le but de
notre travail est d’étudier les systemes de files d’attente en tandem avec impatience
et de déterminer les ensembles oll notre systeme récurre.

Nous supposons que notre premiére station & un serveur alimente une autre
station & un seul serveur. Les clients arrivent dans le systeme aux instants A,
Ay +Ag, ... Al + Ay +---+ Ay, ... suivant la discipline “FIFO”, et réclament
des temps de services B, = (BL, B2), ol pour tout i € {1,2}; B' représente le
temps de service du client & la ieme station. Bien sir le temps de sortie d’un client
de la premiere station correspond & l'instant d’entré & la deuxiéme station. Nous
supposons que les variables (A, B, ), sont indépendantes ainsi que les (Cy,), qui
représentent les temps d’impatience des clients. On note W,, = (W}, W2) le vecteur
d’attente global du client “n” dans le systéme, ol pour tout i, W} représente le
temps d’attente du client “n” & la iéme station.

On étudie dans un premier temps, la premiere station avec impatience c’est &
dire & tout moment le client peut quitter le systéme, donc il n’est pas servi. Dans un
deuxiéme temps, nous supposons que la premiére station est G/G/1 et la deuxiéme
est avec impatience. Enfin dans un dernier temps nous supposons que la premiere
et la deuxiéme station sont avec impatience.
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2. Notations et Définitions

Soient

a, (3, p trois mesures de probabilité sur (Ry,Br,)

~ une mesure de probabilité sur (R, B@+>
(22, A, P) espace fondamental de probabilité de notre probléeme,

Q=R xRy xRy xRN

A= (Br, ® Br, ® Br, ® Bz, )®".

P=(a®B&pney)®N.
(A, Bp,Cp;n > 1) est la famille des coordonées de l'espace 2. © l'opérateur
shift de Q) défini de Q: Vn > 1, 4,00 = A1, B, = (BL,B%2)00® = B, =
(B711,+17-Bg,+1)7 Cno@ = C’n+17 B, = Bnl{anoo}v C;, = Cn]-{Cn<oo} AO = {®79}7

n

Vn>1A, =0d(Ap, By, Cp;1 < p<n);
a=-ess.sup Ay =inf{t >0 «([0,t]) =1}
b = ess.inf By =sup{t >0 A([t, +oc[) = 1}
b? = ess.inf By = sup{t >0 J([t,+oo[) = 1}
¢ = ess.inf C4

A,, est l'inter-arrivé entre le client “n” et le client “n — 1”. B, est le temps de
service du client “n —1”. C,, est le temps d’impatience du client “n —1”.

On suppose que les les trois suites sont indépendantes et chaque suite est formée
par des variables indépendantes équidistribuées. Le client “0” arrive a 'instant “0”.
Le client “n” arrive & linstant ) .- | A;.

Soit # = (x1,%2) € R} la charge du systéme & I'instant ¢ = 0 c’est & dire Wy =
(W4, W¢) = x. On note W,, par WZ dans le cas ou z # 0. W2 = (W= W2ez),

Pour tout € Ry on définit le processus stochastique W* sur (Q2, A, P) par

Wo(w) = (Wi (w);n € N) = (Wy(z,w);n € N)

LEMME 2.1. [2] Soit
f:R xRy xRy xRy — Ry
(x,a,b,c) L — f(x,a,b,c) = ((.’L’+b) A ($VC) _a)+
(i) f est croissante en b,c,x et décroissante en a
(i) V(z,a,b,c,), V(' a' b, )

|f(z,a,b,c,) = f(z’,d', ¥, )| < max(|z — 2’|, |a — d'|,[b— V'], |c — '])

THEOREME 2.1. [4] Soient (Yy;n € N) une chaine de Markov récurrente
positive et g: E — R™ une fonction mesurable. On pose X, = g(Y,). Soit f
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une fonction borélienne de ]R’_“I_ x R™ dans Rﬁ_ croissante et continue 4 gauche par
rapport a la premiére coordonnée. Pour tout x € Rﬁ on pose

Wy =
{ Wiy = FOVS Xap).
On suppose que
(i) Sous P,,, (W2) converge en loi;
(#) Yy € E, Py(limsup{W7 =W2}) =1,

alors (Yn,WZ);n € N) est une chaine de Markov homogéne récurrente positive
d’état initial (Yy, ).

3. Résultats

3.1. Premier cas (Impatience, Classique)

Si nous considérons que la premieére station est avec impatience, et la deuxieme
est classique, alors ’équation de récurrence dans la premiere station est donnée
par(voir [2])

Woir = (W 4+ Bijy — Ant1)+ A (W V gt — Ang)+
et dans la deuxiéme station par
W2 _ { (W'r% + Br21+1 - A{n-l—l)-l-v si Wr& + B'}L-i—l S Cn+17
T (W2 - Ay

n

ot A, =W2L +BL,—W!—BL + A,

k5

3.1.1. Irréductibilité
ProrosiTION 3.1.
(i) Simin(b' —a,c—a) <0 et b*> —a <0, alors

Vo = (z1,25) € Ry;  P(|J{W2 =0}) > 0.
n>0

(1) Si min(b' —a,c—a) >0 et b? —a <0, alors
Vo = (z1,22) ERY; Ve >0; IP(U{W;E[c—a,c—a+s]x{0}})>0.
n>0
Preuve. (i) Supposons que b' —a < 0 et b2 —a < 0. Soit ¢ > 0 tel que
b' —a+e<0etb?>—a+e < 0. Sion prend le[xii]—kl; Ny =
nATte et N = max(Ny, N3), alors o=t =2)
(a—b2—5) - 1,4V2),

N
F={()(Bf <b' +¢/2Ai>a—e/2 B} <V +¢/2)} C{WF,, =0}

i=1
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Donc

P(|J{W? =0}) > B(F) = (P(B} <b'+¢/2; Ay > a—e/2; B} < B +¢/2))" > 0.
n>0

Supposons maintenant que c—a < 0 et b2—a < 0. Soit € > 0 tel que b>—a+e <

X1 X1+ X9 + ¢

. P MN=|——FF|+1; o= |————|+1let N = Ni, N
0. Posons N; [(a—5/2)]+’ 2 [(a—b2—e)]+ et max(N, Na),
alors

N

F=({Ci— A <0;B} <V +¢/2,A; > a—e/2} C{W§,, =0},

i=1

d’ou

P([J{W? =0}) > P(F) = (P(C1 — A1 < 0; Ay > a—e/2; B2 < +¢/2))" >0.
n>0

(i) ' —a > 0; c—a > 0; b> —a < 0. Soit ¢ > 0 tels que 2¢ < a et

M]H;NF [x1+x2+5]+1et

2 _ . Si N, = 7 19 N
b* —a+¢e < 0. Sion prend Ny [ @a—2) (a—0b%—¢)

N = max(N;, Ny), alors

N+2

F= ﬂ {Ci < c4e/2; A; > a—e/2; B? <b*+¢/2} C {Wnya € [c—a,c—a+e]x{0}}
i=1

donc

P(J{W? € [c—a,c—a+e] x {0}}) > P(F)
n>0

= (]P(Cl <c+e/2; AL >a—¢/2; B <V +5/2))N+2 50
d’olt le résultat. m

3.1.2. Récurrence. Supposons maintenant que (W21, n > 0) est une chaine

de Markov récurrente positive et que “u” sa unique mesure invariante.

PROPOSITION 3.2. Sous l’hypothése P(C; = oo)E(B?) > E(A;) la chaine
(WZ,n > 0) est transiente.

Preuve. Cette proposition est une conséquence de 'inégalité W22 > (W2-%2 4
ni1 — Al y1)+ et des résultats sur les files classiques GI/G/1. m

THEOREME 3.1. Sous les hypothéses P(C1 = oo)E(B}) < E(A;) et E(B?) <
E(A;), la chaine (WZ,n > 0) est récurrente positive au sens de Harris.

Preuve. Si P(C; = oo)E(B]) < E(A;), alors la chaine (W!®1 n > 0) est
récurrente positive [2], on suppose que sa mesure invariante est p.
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Posons X1 = (B2, — Al,1) et T =inf(n > 1; WZ>»? =0). On a
Wae2 < (362 + ;Xi)+ = (ﬂvz + ;(B? —Ai)+ W5 —Woy + Bl — B}L+1)+
Si E(B?) < E(A;), alors

' (B2 — A;)) + W — Wn1+1 + B} — Bi+1 o T P,.p.s

Nagb

ce qui implique que P,(T < o0) = 1, par suite P, (limsup{W2>"> = 0}) = 1.

Dot ]Pu( ﬂ lim sup{W7>? = 0}) = 1. Comme la chaine (W};n € N) est
Z26R+ n

récurrente positive, alors pour tout z; € Ry, Py, ( ﬂ lim sup{W>*2 = O}) =1,
$2€R+ n
d’ot la condition (ii) du Théoreéme 2.1. D’autre part on sait que

W20 < M =sup 3 X,.
n>04=1

sous I’hypothese E(B?) < E(A; ), M est une variable aléatoitre positive finie P,,.p.s,
d’ott la condition (i) du Théoréme 2.1, et par suite W7 est une chaine de Markov
homogene récurrente positive. m

REMARQUE 3.1. Soit V l'ensemble défini par
{V:{O}X{O}, si min(b! —a,c—a) <0 et b> —a <0,
V=[c—a,c—a+¢] x {0}, si min(b—a,c—a)>0 et b>—a<O0.
De la Proposition 3.1 et Théoréme 3.1 on conclut que P(lim sup{W,, € V'}) = 1.
Si min(b' —a,c—a) < 0 et b> — a < 0 la chaine récurre au point “0”.

Si min(b! —a,c—a) > 0 et b*> — a < 0 la chaine récurre dans I’ensemble
[¢c—a,c—a+e] x {0}

REMARQUE 3.2. La condition E(B?) < E(A;) est optimale dont voici

1 1
I'exemple z; = 0; A, = 1; B, = 1; P(C,, = 2) = 3 P(C, = x) = 3 alors

Wg+1 = (Wf + qul+1 - An+1)+

c’est & dire notre condition devient nécessaire et suffisante.

3.2. Deuxiéme cas (Classique, Impatience).

On considére maintenant que la premiere station est classique, et la deuxieme
est avec impatience, alors nous avons les équations de récurrence suivantes

Wap1 =Wy + Brgy — Angr)+
Wn2-|—1 =(W. + Bi+1 — AL )+ A W2V (Cpgr — W, — Bqll+1)+ AL+ (D)
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3.2.1. Irréductibilité.
PROPOSITION 3.3. i) Sib' —a <0 et min(b?> —a,c—b' —a) <0, alors

Vz = (z1,25) € RY; P J{WZ=0})>0
n>0

i) Sib' —a <0 et min(b?> —a,c—a—>b') >0, alors Vo = (21,22) € Ry ; Ve > 0;

IP’(U{WT”L” €{0}x[c—a—b —¢/2,c—a—Db' +3¢/2]}) > 0.
n>0

Preuve. (i) Si b' —a < 0 et b? — a < 0 la démonstration est identique & celle
de la Proposition 3.1.

Soient c —a < 0 et b —a < 0. Soient € > 0 tel que b —a +¢ < 0; Ny =

[(aifis)]; et Ny = [%] + 1. Si on prend N = max(Ny, N3), alors

N
F=(){Ci—Ai<0;B} <0’ +¢/2A; > a—¢/2} C{W§,, =0}
i=1
d’ot
H”(U{an :0}) > P(F) = (P(Cy— Ay <0; Ay > a—e/2; B} <b?+¢/2))" >0.
n>0
({i) bt —a<0;c—a—>b" >0;b>—a >0. Soit £ > 0 tel que 2¢ < a et

o | R R [t | EE

(21 +éva2 _EC)_ €)+] +1; et N = max(N3, Ny), alors

b' —a+¢ < 0. Sion prend N; = [

N3 = max(Nl,NQ); N4 = |:

N+2
F= ﬂ {Ci<c+e/2; A; >a—¢/2;B <b' +¢/2; B <V +¢/2}
i=1
C{Wkia€{0} x[c—a—b"—¢/2,c—a—0b"+3¢e/2]}

donc
P(U{W: € {0} x [c—a—bl—5/2,c—a—b1+35/2]}) > P(F)

= (P(C1 <c+e/2; AL >a—¢/2;Bf <b' +¢/2;B] <V %—5/2))]\7+2

>0
d’ou le résultat. m

3.2.2. Récurrence. Supposons que (W21 n > 0) est une chaine de Markov
récurrente positive et “m” sa unique mesure invariante.
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PROPOSITION 3.4. Si P(C; = oo)E(B?) > E(A;), alors (WZ,n > 0) est une
chaine de Markov transiente.

Preuve. La démonstration est identique a celle de la Proposition 3.2. m
LEMME 3.1. liminf W22 est constante indépendante de x5 Pp,.p.s.
Preuve. Le lemme est conséquence directe de la loi (0,1) et la proposition 3.3. m
LEMME 3.2. Sous l’hypothése P(C; = oco)E(B?) < E(A;), liminf W22
finie Pp,.p.s.
Preuve. D’aprés le Lemme 3.1, il suffit de montrer que P(lim inf W*>? < 00) >
0. On a [2]
o n ) n—1 — 9o
Wi = (L(BE— A+ L (Cly —WI™)y 22V CL)  Prups
i=1 =1 +

1°* cas. Si C} est bornée et si lim inf W>** = +o00, alors
n

21:2

(Cip1 =W, )y <400 Pp.ps

™=

Il
-

7

ce qui implique que

3

M=

(B2~ A)) = Y(BY? = i) = Whiy +Wo — By + Bl — +oo

n
i=1 1=1

d’aprés théoreme de Birkhoff on a E(B.? — A4;) > 0. Par suite E(B!?) = P(C; =
o0)E(B?) > E(A;), ce qui est absurde.

2eme cas. C} n’est pas bornée. On remplace C; par CF
{C{“:Jroo, siC; >k
Clk = Ci, siC; <k

Donc C* > C; pour tout i. On consideére la suite (W,fn,n > 0) construite de
(A! B2 CF),cn tout comme la suite (W2;n > 0) construite de (4., B2, Cp)nen,
cependant pour tout n, on a W, > W;. Donc

212

hm inf W2 2 = 400 = hm inf W = +4o0.

D’ apres le cas précedent on a E(B} 1{ck_co} — 4Ai) > 0, et par conséquent P(CF =

0)E(B?) = P(C; > k)E(B;) > E(A;) Vk € N. On fait tendre k vers infini, on
obtient P(C; = 00)E(B?) > E(A;). D’ou la contradiction. m

THEOREME 3.2. Si E(B}) < E(A;) et P(C; = oo)E(B?) < E(A1), alors
(WZ,n > 0) est une chaine de Markov récurrente positive.

Preuve. Sous I’hypotheése E(B}) < E(A;), (W)!), est une chaine de Markov
récurrente positive au sens de Harris [4].
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On a d’aprés le lemme 3.2 la condition (ii) du Théoréme 2.1. Pour montrer
que W20 converge en loi, il suffit de voir que [2]

n+1
W< Z= Sup(k + 3 (B o>k — Aﬁ))
n>0 i=1 -

et que sous I'hypotheése P(C; = oo)E(B?) < E(A1), Z est P,,.p.s finie d’aprés
théoréme de Birkhoff. La récurrence de la chaine découle directement du Théoréme
2.1.

D’aprés la Proposition 3.3 notre systeme récurre dans ce cas dans I’ensemble
defini par

V = {0} x {0}, si min(b? —a,c —a —bt) <0
etb! —a <0,

V={0}x[c—a-b"—%,c—a—b"+%], simin(b?®-a,c—a—->b')>0
et b —a < 0.

3.3. Troisieme Cas (Impatience, Impatience)

Considérons maintenant les deux stations avec impatience, cependant nous
avons les équations suivantes

Wi =(Wr+ Bnp1— Ant1)4 A(WEV Cog1 — Anir)+
et
W3+1 = (Wﬁ + BZ+1 - Aln+1)+ A (qu \ (Cn-l-l - Wnl - B711+1)+ - A21+1)+

3.3.1. Irréductibilité
PROPOSITION 3.5.
(1) Sic—a <0, alors

Vo = (21,72) € B2 ; P(U{W; = o}) >0.
n>0

(2)Supposons que ¢ —a > 0.
(i) Si b —a < 0 et min(b? — a,c — b* —a) < 0, alors

Vo = (21,72) € R ]P’(U{W,f 20}) > 0.

n>0
(ii) Si bt —a < 0 et min(b?> — a,c —a —b') > 0, alors

V= (z1,22) € RY; Ve > 0; IP’(U {W, € {0}x[c—a—b15/2,c—a—b1+35/2]}) > 0.
n>0
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(ii3) Si b —a > 0, alors

Vz = (21,72) € R%; Ve > 0; P(U{W,f €lc—a,c—a+e]x {0}}) > 0.

n>0

Prewve. (1) et (2) (i) et (ii) La démonstration est identique & celle de la
Proposition 3.3.
(iii) Si on prend N; = [%] +1; Ny = [(a—wﬁ] et N =

max(N7, N3), alors

N+2
F = ﬂ {Ci < c+e/2; A; > a—¢/2; B < b°+¢/2} C {Why2 € [c—a,c—a+e]x{0}}
=1
donc
]P(U{W: €lc—a,c—a+el x {0}}) > P(F)
n>0

=(P(Cr <c+¢/2; Ay >a— 5/2))]\7+2 >0
d’olt le résultat. m

3.3.2. Récurrence. Supposons toujours que (W=l n > 0) est une chaine
de Markov récurrente positive et que ”u” sa unique mesure invariante.

PROPOSITION 3.6. Sous l’hypothése P(C; = oo)E(B?) > E(A;) la chaine
(WZ,n > 0) est transiente.

Preuve. La démonstration est identique & celle de la Proposition 3.2. m

THEOREME 3.3. Si P(C; = o0)E(B}) < E(A4;) et P(C1 = 00)E(B?) < E(A;),
alors (WZ,mn > 0) est une chaine de Markov récurrente positive au sens de Harris.

Preuve. En reprenant la méme démarche de la démonstration du Théoréme
3.2, nous obtenons la récurrence positive pour notre chaine.
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