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ANALYSE NUMERI\QUE DES POINTS DE TAKENS-BOGDANOV
DANS UN MODELE PROIE-PREDATEUR AVEC RETARD

V. D. Mabonzo, R. Eyélangoli Okandzé and F. D. Langa

Abstract. Le but de cet article est d’analyser le point de Takens-Bogdanov dans un
modele proie-prédateur avec retard.

1. Introduction

Dans cet article, nous analysons les points de Takens-Bogdanov pour 1’équation
différentielle a retard

j:(t):f(x(t)vx(t_T)v/\:u)v (1)
ou A et u € R sont des parametres, 7 > 0 est le parametre temps. Ces équations ont
été largement étudiées car elles donnent souvent descriptions plus précises pour les
phénomenes dans la nature et 'ingénierie en tenant compte non seulement de 1'état
actuel mais aussi leurs histoires (voir [2,3,6,13] etc.).

La bifurcation de Takens-Bogdanov est I'une des bifurcations les plus importantes
dans les équations différentielles. Elle explique le mécanisme de la brache de point de
Hopf.

Considérons ’équation différentielle ordinaire parametrée suivante
t=f(x,\p), zeR", ApeR (2)

olt f: R"xRxR — R" est une fonction contintiment différentiable avec (2%, \°, u°)=0,
i.e. 20 est un point d’équilibre de I'équation (2) pour A = A% et pu = u°.

DEFINITION 1.1 ([13]). (2%, A% %) est appelé point de Takens-Bogdanov pour 'équa-
tion (2), si
(i) f(22, X0 u%) =0; (i) 3 o € R ker(f0) = span{eo}, po # 0;
(iif) Im(f)) ={y €R"¥gy =0}; (iv) po € Im(f).
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Les conditions de la Définition 1.1 impliquent ’existence de 1€ M et 1 €M, tel que

Q01 +00 =0, ot (D1 + 1o =0,
l(,{(pl = Oa T/J?U)O = 07

ot R" = ker(f0) @ M, R" = ker((fO)T) @ My, Ifp1 = 0 est équivalent & ¢, € M,
T wg = 0 est équivalent & ¢y € M.

DEFINITION 1.2 ([13]). (2% X% u®) est un point quadratique de Takens-Bogdanov
pour 'équation (2), ’il est point de Takens-Bogdanov, et vérifie les conditions sui-
vantes ;

(i) ¥g fR #0;

- Y5 Ao P5 Beo )
dg = det 0;
(i) do = de <¢6FA@1 + T Apy  ¥§ Ber + ¢f Beg 7 0;

(iii) 91 # 0;
0 0 0 0 wgfg bt 0
avec A = fwa:gooa B = fmzy)\u +C>\uf1;)\ + fm;u Cxp = T T 00 Vxp vérifiant fxl/)\u +
0JA
C)\Mfg + fﬁ =0, lgV)\M =0.

Le systéme associé au point quadratique de Takens-Bogdanov pour 1’équation (2)
se définit alors par

f(@, A p)

fflj(x’ A’M)(p

lggo—l

i§¢
ot up = (2,0, & )7 € Y = R" x R* x R® x R x R, v = (29, 9, 01, A, )T,
F:Y Y.

THEOREME 1.3 ([13]). Supposons (x°,\°, u°) est un point quadratique de Takens-
Bogdanov de l’équation (2). Alors Fy(uy) est régulier pour uy = uj.

Le Théoreme 1.3 indique que les méthodes d’itérations classiques, comme la métho-
de de Newton, convergent localement vers le point quadratique de Takens-Bogdanov
de I’équation (2) lorsqu’elles sont appliquées au systéme (3).

Les théories générales des équations différentielles & retard (EDR) montrent que
léquation (1) peut-étre vue comme un abstrait d’équations différentielles ordinaires
(EDO) [4]. On doit définir les points quadratiques de Takens-Bogdanov pour I’équation
(1) dans le méme sens que le cas des EDO, mais pas en donnant une autre définition
indépendante. Par conséquent, le systeme élargi pour les points quadratiques de
Takens-Bogdanov en (1) doit étre défini dans un quelconque espace de Banach et nous
obtenons un systéme de dimension infinie (cf. Section 2 pour les détails). Si I'on désire
résoudre directement un tel systeme, il faut faire une certaine discrétisation et ’erreur
de discrétisation ne peut pas étre évitée. Basé sur les descriptions de 1’espace propre
associé au valeur propre double zéro, nous réduisons le systeme élargi a une équation
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algébrique non linéaire de dimension finie pour éviter de le discrétiser directement.
Le point quadratique de Takens-Bogdanov, avec certaines valeurs des parametres,
s’avere étre la solution réguliere du systeme élargi réduit. Par conséquent, les points
quadratiques de Takens-Bogdanov des EDR peuvent étre obtenus numériquement en
appliquant les méthodes classiques d’itération au systeme élargi réduit.

Cet article est structuré comme suit. En représentant les EDR comme un abs-
trait des EDO dans la Section 2, nous définissons les points quadratiques de Takens-
Bogdanov et présentons un systéme élargi pour les points quadratiques de Takens-
Bogdanov aux EDR basées sur les méthodes décrites ci-dessus. Dans Section 3, en
utilisant les descriptions de ’espace propre associé a la valeur propre double zéro,
nous simplifions les conditions pour déterminer les points quadratiques de Takens-
Bogdanov des EDR, le systeme élargi obtenu a la Section 2 est réduit a la dimen-
sion finie 1, ce qui est prouvé pour étre un systeme régulier aux points quadratiques
de Takens-Bogdanov de sorte que le systeme soit résolu par la méthode classique
d’itérations de Newton. Pour montrer 'efficacité de notre méthode, une expérience
numérique est réalisée pour un systeme proie-prédateur avec un retard de temps dans
la derniere section.

2. Systéeme régulier des points de Takens-Bogdanov dans les espaces de
Banach

Dans la suite, nous considérons ’équation différentielle & retard suivante en posant

7=1dans (1) :
@(t) = f(x(t), z(t — 1), \, ), (4)

ol A et 1 € R sont des parametres, x € R™, f(x,y, A\, ) est une fonction de classe
C"(r > 2) définie de R™ x R™ x R x R dans R™.

Soit 20 le point d’équilibre de f(z(t),z(t — 1), A\, u) dont les parametres ont pour
valeur (A, 1) = (A%, u%). L’équation (4) peut-étre linéarisée au point (2%, A\, %) sous
la forme :

#() = £2(a(t) — 2°) + [l — 1) - 2°), (5)
avee £ = 500 N0 0) et 49 = L 0000000,

Soient C' = C([—1;0],R™) I'espace de Banach des fonctions continues de [—1;0]
vers R” muni de la norme définie telle que pour ¢ € C,

llo|l = max |p(0)] (| - | 1a norme dans R™),

1,0]
fl(xo € 7/\a/1)+f2(3307$07>\a/v‘)7 =0
et 77/\p(9) = fQ(xO 3]0,)\,,[1,), ZAS (71’0)
0, 6——1
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ol 7 est une fonction matricielle de variable 6. Sachant que

0
/ ) dip () (e (0) — 2°) = fi(2°, 2% X, p) (2 (t) — 2%) + fa(a®, 2 A, ) ((t = 1) — 2)

avec x4(0) = x(t + 0), alors 'opérateur linéaire L de C' dans R™ défini par L ,a; =
0

J dnx . (0)z¢(8) est borné.

1

Avec les notations ci-dessus, ’équation (4) peut-étre assimilée 4 une équation
différentielle des fonctions retardées du type @(t) = Ly ,(x: — 2°) + F(z — 2%, A, p)
ou F est une fonction non linéaire de classe C"(r > 2) définie de C' vers R™ par
F(xy — 2% M\ p) = f(x(t),z(t — 1),\, ) — Ly u(zr — 2°). L’équation (5) engendre un
Co-semi-groupe {T'(t),t > 0} sur C avec le générateur infinitésimal Ay : C — C défini
par Aygp = ¢, D(Ap) = {(b € CY[~1,0],R™); qﬁ(O) = f_ol dnyo 0 (0)¢(9)}. L’équation
caractéristique de 'équation (5) est donnée par det(2I — fY — fSe=*) = 0. Considérons
C* = ([0, 1], R™) I'espace adjoint de C. Le produit scalaire dans la dualité C* x C
est défini par [4]

0 0
(6.6) = 00)60) = [ [ (€~ 0)dmu o 0)o(€)ce. ()
-1Jo
L’équation (4) peut-étre considérée comme labstrait des EDO dans C' [4] :
L=l ), (7)

. Lyyu+F(u, A\ p), 0=0
o G(uwu)(@):{u?@’; P

et le domaine de G est {u € C* : u(0) = Ly yu+ F(u, A\, p)}.

En appliquant les Définitions 1.1 et 1.2 a I’équation (7) nous obtenons les descrip-
tions des points quadratiques de Takens-Bogdanov, ou la fonction f est remplacée
par GG, 'espace R™ est remplacé par C' et le produit scalaire est remplacé par la forme
bilinéaire adjoint (6), etc. Précisement, nous avons des propositions suivantes

PROPOSITION 2.1. (u® A%, %) est appelé point de Takens-Bogdanov pour I’équation (7),
St

(i) G\, u%) =0; (ii) ker(GY) = span{¢1},¢1 # 0 ;

(iii) Im(G%) = {v € C, (o,v) = 0}; (i) ¢1 € Im(GY).

La condition (iv) de la Proposition 2.1 est équivalente & (2, ¢1) = 0, et il existe
V1 € C* et ¢y € C tel que (GY)*th1+12 = 0, (11,W0) = 0, Ghd1+¢1 =0, (lo, ¢2) =0,
avec Wy € C et lg € C* vérifiant les relations (¢, wo) — 1 =0, (Ip,¢1) — 1 =0.

PROPOSITION 2.2. (u®, A% u®) est un point quadratique de Takens-Bogdanov pour
Uéquation (7), si
(i) ($2,GR) #0;

g -~ (12, A1) (2, Bér) )
(i) do = det <(¢27 Apz) + (Y1, Ad1)  (¥2, Bda) + (¢, B¢1)> 70
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(iii) (1h2,p2) #0; )

ou A=GY,1,B =G v\ +cn, GO + Ggﬂ avec ¢y, = % et vy, satisfait la
~ A

relation GOvy, + cx,GS + Gg =0, (lo,vap) =0.

Basé sur les propositions ci-dessus, le systeme élargi aux points quadratique de
Takens-Bogdanov pour 1’équation (7) est

G(u, A, p)
u(u )\ ey
Fy(ug) = | Gu(u, A\, p)ea +e1 | =0 (8)
({0,61) 1
(lo, e2)

olt ug = (u,e1,e0, \, 1)) €Y =CxCOxOxRxR, Fy:Y =Y.

THEOREME 2.3. Soit (u®, A%, u°) un point quadratique de Takens-Bogdanov de ’équa-
tion (7). Alors Fy(ug) est régulier au point u3 = (u, g1, da, A0, u®)T

Preuve. La preuve est presque similaire a celle du Théoreme 1.3.

En effet, notons que 2 € R™ peut étre vu comme élément spécial dans I’espace
C,on a G(x° X0 u%) = 0si f(2° 2% X% u®) = 0, et vice versa. Donc, les points qua-
dratiques de Takens-Bogdanov pour I’équation (4) peuvent étre obtenus en résolvant
numériquement 1’équation non linéaire (8). O

3. Simplification du systéme élargi

Le systéme élargi (8) est défini dans un espace de Banach, si nous nous perme-
tons de le résoudre directement, nous allons rencontrer d’énormes difficultés. L’espace
C doit d’abord étre discrétisé chaque fois que des méthodes numériques sont ap-
pliquées. Cela doit stocker une grande quantité des données et provoque l'erreur de
discrétisation sans doute, ce qui n’est pas attendu siirement. Une autre grande diffi-
culté réside dans la forme de la fonction G(u, A, i) qui doit étre traitée par morceaux.

Dans cette section, nous allons réduire (8) & une forme équivalente, qui a une
dimension finie et qui peut étre résolue facilement.

D’abord, notons que G%¢ = Ag¢ pour ¢ € C et le fait que (2%, \?, %) € R" xR xR
remplit f(z°, 29 A%, %) = 0 et GY(2°,\°, u°) = 0 simultanément, nous obtenons le
théoreme suivant.

THEOREME 3.1. (20, A%, u0) est dit point de Takens-Bogdanov pour l’équation (4), si
et seulement si

(Z) f(x07x07 AO?”O) =0 5 (“) keI‘(Ao) = Span{¢1}7 ¢1 7é 0 5

(i11) Im(Ag) = {v € C,(¢2,7) =0};  (iv) ¢1 € Im(Ap).

La condition (iv) du Théoreme 3.1 est équivalente & (12,¢1) = 0, et il existe
$2 € M et h1 € My tel que Agpa + ¢1 =0, (I, ¢2) = 0, A1 + 12 =0, (Y1, @) =0
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ot C' = ker(Ag) ® M,C = ker(Aj) @ My, (I, ¢2) = 0 est équivalent & ¢ € M pour
I =1y —sly,s €[0,1]; (¢1,) = 0 est équivalent & ¥y € M.

En effet, le Théoreme 3.1 revient & dire que Ag a pour valeur propre double zéro.
Si I'on note P D’espace invariant de Ay associé 4 la valeur propre zéro et P* 'espace
dual de P, ils peuvent étre descrits comme suit.

LEMME 3.2. Les bases de P et P* vérifient les représentations suivantes :
P =span{®}, (0) =(¢1(0), $2()), -1<0<0
P* —span{}, W(s) =col (4 (s), ¥ (s)). 0<s<1
avec ¢1(0) = &7 € R™\ {0}, ¢2(0) = 63 + 670, 63 € R™ et 1ho(s) = ¢ € R™* \ {0},
1(s) = PP — s, 40 € R™, ce qui satisfait a :
(@) (ff + [t =0, (0) (fP + f2)05 = (fs + D)o}, () ¥o(f) + f2) =0,
(d) VI + f2) = wa(fs + 1), (e) ?aﬁ‘f*% 2f2 0% + vl fe) = 1, 9)
(F) Y008 — SULIE60 + U363 + uB S0 — LuBfie =o0.
Ici, nous pourrons déterminer le vecteur ¢9,3 par (a) et (c),respectivement, jusqu’d
quelque facteurs constants; puis nous pourrons déterminer ¢9,¢ par (b) et (d), res-

pectivement. Cependant (e) et (f) sont utilisées pour déterminer les ceefficients des
vecteurs ¢\ et 3.

Comme dans la Définition 1.2, nous pourrons démontrer la régularité du sys-
teme en passant par la définition du point quadratique de Takens-Bogdanov pour les
équations différentielles a retard.

THEOREME 3.3. (20, A%, u®) est dit point quadratique de Takens-Bogdanov pour les
équations différentielles a retard (4), si (%, \°, u®) est un point de Takens-Bogdanov, et

(i) Y313 # 0;
() do= det (111?(A1+A2)¢1[§%(72]1(—2?i)j§)¢3*¢§Az¢‘f OB+ By R R o 95 ¢?) 20 ;
(i) 863 — SUBIY + V8IS # 0,

avee A1 = (fiy + f22)d%, A2 = (for + f22) 01, ]%1 0: (fY1 4 f)vap + exuf\ + fius
By = (f3 + 8o+ ox s + 0 ox = — 2

T 0707
VoI
C)\ufg +f3 =0, ¢8VA,N =0.

vap satisfait a (fY + f)va, +

Preuve. Nous avons juste besoin de montrer que les conditions correspondantes dans
la Proposition 2.1 et le Théoreme 3.3 sont équivalentes. D’abord, nous montrons que
les conditions (i) dans la Proposition 2.1 et le Théoréme 3.3 sont équivalentes, i.e.
(2, GY) # 0 <= 3 f) # 0. Notons que

0’ 9 = O’
o [
0, 6¢€[-1,0]
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et -44(0) = 0 pour 6 € [—1,0], on obtient

dX o )
(2, G3) = 2 (0) 2 — / 1 /O (€ — B)[diz0 0 (0)]Gr (12, A, 1) (€)dE = 2.

En outre, (12, ¢2) = 3¢9 — 399 f97 + 13 f¢9, ceci confirme que les conditions (iii)
de la Proposition 2.1 et Théoreme 3.3 sont équivalentes. Ensuite, nous montrons que
les conditions (ii) dans la Proposition 2.1 et Théoréme 3.3 sont équivalentes, et ¢a
sera un calcul fastidieux. D’abord, on a

(1h2, Ad1) =(tp2, G, b161)
=05 (F161(0)61(0)+ f1261(0)¢1 (= 1)+ f2161.(=1) 61 (0)+f2561 (1)1 (1))
=05 (f11011 + [Tad o1+ f31 0100 + F2161)
=3 (fh+ ot o+ T) 0167 = Y5 (A1+A2)8). (10)
De facon analogique, on a
(12, Bor) =(12, Govaudr+ex,Gond1+Go,61)
=05 (i1 + ot o1+ 120 vadd 03 (Fia+fan) exn @+ (1, f2,) 61
=S [((fhiH i+ f2+ fa)van) H (Pt fa)exnt (£, 4 f5,)] 61
=45(B1+B2)¢.- (11)
Etant donné que f2, = f3,, on obtient
(W2, Ada) =(2, Gy 0102) = (13, (G, 8Y) (05+670))
=3[ /1161 (63+61 - 0)
+1201 (02467 - (1) +F2101 (9507 - 0)+[Lad (62467 - (—1))]
=YS[fI107 05+ f1adt (02 — @)+ 210105+ 1201 (65 — 61)]
=y (fU1+ Lot 21+ [32) 0005 — U5 (fla+f20) 310
=5 (A1+A42)d5 — 5 A20Y.
En additionnant la relation ci-dessus avec

(1, Apr) = (1, Go,h101) = (V) — sv, GO, 0087) = 7 (A1 + Az)gY,

on obtient

(Yo, Ap2) + (1, Ap1) = V(A1 + Ag)ds — P A2 + ¥ (A1 + Ag)¢l. (12)

Enfin, en notant que
(2, B2) =(13, Guvau (93 +010) +ex, Gox (05+610)+GY,, (95+¢16))
=V [fT1van @3+ - 0)+ favau(85+67 - (—1)+ [ vau(@a+e) - 0)
+van(95+¢71 - (—1))+eaufix(@2+67 - 0)
Heaufon (@507 - (= 1))+ 1, (8567 - 0)+ 3, (#3467 - (—1))]
=3[ f VA d9+ [Tavan (99 —¢0)+ 1 van @9+ f5a (65 —07)
+eaufiadatennfon (95 —01)+ F1u09+ fa, (62— 1))
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=y5(B1+Bs)$5—19 B¢
et (1, Bor) =1, (GouvauternGuatGy,) 1)
:1/1?[(f?1+f102+f201+f202)’/>\u¢(1)+c>\u(f?x+f20A)¢?+(f&"‘fzou)‘ﬁ(l)}

=y} (B1+B2)¢Y,
ona (Y2, Boa)+(¢1, Bor) = 5 (Bi+Ba)dy—15 Badi -+ (Bi+Ba2)d. (13)
De (10) 4 (13) : le théoréme est démontré. U

En se basant sur le Théoreme 3.3 et Lemme 3.2, la relation existant entre GO et
Ao, le systéme (8) peut-étre définit comme suit

fla,z, A\ p),
(fl(maxv/\JJ’) + fQ(maxv)V/J’))@l
(fl(a:,a:,/\,,u) + f2(x7x7/\’:u))902 - (f2(a:,a:,/\,,u) + I)‘)Ol

F(s) = | Y11 — 11/)2]:2(5107$,>\,u)<,01 + 1 folz, 2, A )1 — 1 =0, (14)

Yip2 — SsP1fa(@, @, A, p)er + Y fo(m, 2, A, 1) 2
+gVafale, 2 A m)er — %wm(w,w, As 1) @2

ot s=(z, p1, 2, \, )T € V=R xR"xR*"xRxR, s%=(2, 9, ¢, \, )T, F: V — V.

THEOREME 3.4. Supposons que (x°, \°, u°) est un point quadratique de Takens-Bogdanov
de léquation (4). Alors le systeme (14) est régulier pour s = s°.

Preuve. Prouvons d’abord que FY est injective. En developpant F0 = 0, avec § =
(013 923 037 C1, CQ)T € Vﬂ on a
(fT+)0+er fi+eaf, =0, (15)
(fhr+fiat f2+H ) 301+ (F1+ )02+ (fi+ fan)@er+(fi+Hfa)elc =0, (16)

(0T 8 F51+ S0 85— (S5 F52) % ) 02— (S8-+ D)0 +(2+ 13)0s

(108100 ) et (3,009 F5,0)es = 0, (17)
(— 5 RSB+ Foart T8 ) B+ (0~ U8 TS+ 0790
U AR e +(— U IR+ R 5,0 er = O, (19)

1 1 1
(—§¢?(f102+f§2)¢(1)+1/1(1)(f?2+fg2)¢g+61/’g(f?z‘*‘fgg)(b(f—§¢g(f?2+f32>¢g)91
1 1 1
+(—§¢?f§+6¢gfg)92+(¢?+¢?f§—§¢gf20)93
1 1 1
+(—§¢?f§,\¢>(1)+¢?fg>\¢g+6¢gfg,\—§¢gf§,\¢g)01

1 1 1
(GRS O+ 5,8+ SUS 18, — S U8 5, 08)er = 0. (19)
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En multipliant la relation (15) par 9 et sachant que ¥9(fY + f9) = 0, d’apres le
Lemme 3.2, on a 99fJc; + waSCQ = 0, dont ¢; = —(7,/}8]“3)/(1/}8]‘/9)62, et ¢y, =
—(8 1)/ (W3 fY), on a ¢ = cauca, done, Oy = cd) + cavay, o ¢ est une constante &
déterminer. En les substituant par la relation (16) et (17), on obtient

c(A1+A2)¢0 +c2(Bi+B2) ¢ +(f+f3)02 = 0, (20)
c(A14+A2)9+ca(Bi+B)dy — cAsd) — caBad] — (f3+1)02+(f1+f3)05 =0. (21)
En mulpliant (20) par ¢, on a

3(Ar + A2)d] + 295 (B1 + Bz)¢} = 0. (22)
Multiplions la relation (20) par 1, on obtient
) (A1 + A2)¢) + coh] (Br + Ba)¢) + L (f7 + f3)82 = 0. (23)

Multiplions la relation (21) par %9, on a

g (Ar + A2)d) + a3 (B1 + B2) ¢y — ey Axdf

—caty Bad} — Y5 (f3 + 1)z + ¥ (f1 + f3)05 = 0. (24)
En additionnant membre & membre les relations (23) et (24), on obtient
c(y} (A + A2)¢) + 95 (A1 + A2)dp — Y A2¢Y)

+ea (7 (Br + B2) ¢ + ¢5(By + Ba)¢y — 13 Bagh]) = 0. (25)
De (22) et (25), sachant que dp#0, nous pouvons trouver c=co=0, soit ¢;=0, 6;=0.
De (20) on a (f94f)0:=0, donc, 05 € ker(fP+£2). Si 070, d’apres la relation (9),
on a 10— 243 f905+19 90, =constant£0, ce qui contredit (18), d’ott f=0. Par (17)
on a (fY+f9)03=0, alors 03 € ker(f2+£9). Si 0370, alors d’apres la premiere formule
de (25) dans [12], on a 1005 — 33 f903+19 f90s=constantz£0, ce qui est contradictoire
avec (19), alors 65=0. Et donc, 6=0.

De fagon analogue nous pouvons affirmer que F? est surjective. D’olt le théoréme
démontré. 0

Sachant que le systéme (14) est de dimension finie, d’aprés le théoréme 3.4, la
procédure itérative classique converge localement vers zéro lorsqu’on l’applique 4 (14).
Le systeme (14) peut particulierement étre résolu par la méthode classique d’itération
de Newton ainsi définie

Sp+1 = Sp — [JF(SP)]_lF(Sp)a pour p > 1 (26)
ou Jp(-) désigne la matrice Jacobienne de F'.

4. Exemple numérique

Considérons le modele proie-prédateur avec retard [8] :
, z1(t),  xi(t —T)xa(t)
t) = t)(1— -
#1(t) raa () K ) a+zi(t—r1)
pay(t —7)
= ot -D
72 )(a—i—x%(t—T) )

(27)
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défini sur ¢’ := C([—7,0];R2), ot r, K, a, u, D et T sont des constantes positives.

Le systeme (27) admet un point de Takens-Bogdanov si les parametres p, a, D et
K vérifient y? — 4aD? = 0 et p = KD, cf. [8]. Pour déterminer le point de Takens-
Bogdanov de (27), nous fixons ¢ = g = 7 = r = 1, choisissons K et D, comme
parametres et nous obtenons
(El(t) l'l(t — 1)1‘2(t)
d (a:l(t)> B n®1 -7 =7 +a3(t—1)
dt \ T2 (t) _ D)

B (,Ul(t — 1) (28)

t)(—m—mMmMm———
SIS Ty
Ce systeme (28) peut s’écrire de la maniere suivante ©(t) = f(x(t),z(t — 1), D, K)
avec z(t) = (z1(t),22(t))7 et

a1 (t),  x(t = Da(t)
a1 — 2y
fla(t),z(t —1),D,K) = lil(t_11)+x§(t—1)

Pour = € R?, les dérivées partielles de f par rapport & la premiere et deuxiéme variable
au point z sont respectivement données par

1— 2
1_2% T _9”2[(1+§21])2 0
fl(.’ﬂ,Z,D,K): T et fQ(x7an,K):
n__ -

D

1+a} PP
Par conséquent, le systéeme élargi pour le point quadratique de Takens-Bogdanov
dans (27) est :
f(xaan7K)
(filz,z,D,K) + fo(z,z, D, K))p1
(fl(x7z71DvK) + f2(x7$aDaK))S02 - (fQ(I7I7D7K) +I)501
F(s) | Yrp1 — g¥2fo(z, 2, D, K)p1 + 1 fo(z, 2, D, K)p1 — 1 =0, (29)
1/}1902 - §w1f2(x7an7K)S01 + wlfQ(x7x7D7K)<)02

1 1
+6¢2f2($>$7D7K)901 - EwaQ(xaan7K)@2

ot s = (z,p1,02, D, K)T € V=R2xRZxR2xRxR, F:V V.
En appliquant la méthode de Newton (26) pour la résolution du systéme (29), en
choisissant 1; = (1,0)7 et 1o = (1,0)T puis en programmant le systéme ci-dessus
sous Matlab, nous obtenons le nombre d’itérations requis par la méthode de Newton
pour le systéme (29) par rapport aux différentes valeurs initiales de s.

Pour chaque itération, par rapport aux différentes valeurs initiales, la solution
converge vers (1,1,1,0,0,—2,0.5,2) avec un reste de moins de 1072!. En effet, selon
Liu [8] on peut obtenir le point exact de Takens-Bogdanov de ’équation (27). Pour
a =p =7 =r =1, le point de Takens-Bogdanov est (z1,22) = (1,1) avec les
parametres D = % et K = 2. De plus, on peut vérifier que ce point (1,1) est un point
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quadratique de Takens-Bogdanov ; alors le Théoreme 3.4 garantit la convergence locale
de la méthode de Newton (26) appliquée 4 (29).

Test 1 Test 2
s Valeur Solution Nombre Valeur Solution Nombre
initiale de s | numérique | d’itérations | initiale de s | numérique | d’itérations
1 1.1 1.0000 1.2 1.0000
T2 1.1 1.0000 1.2 1.0000
o1 1 1.0000 1.2 1.0000
o 0 0.0000 5 1 0.0000 7
3 3 0.0000 1 0.0000
032 0 -2.0000 0 -2.0000
D 0.4 0.5000 0.5 0.5000
K 1 2.0000 0.5 2.0000

Tableau 1 — Nombre d’itérations requis par la méthode de Newton pour (29)

Test 3 Test 4
s Valeur Solution Nombre Valeur Solution Nombre
initiale de s | numérique | d’itérations | initiale de s | numérique | d’itérations
T 1.5 1.0000 3 1.0000
T2 1.5 1.0000 1.5 1.0000
o1 1.5 1.0000 1.2 1.0000
p? 1.5 0.0000 7 0.5 0.0000 6
03 1.5 0.0000 1.8 0.0000
3 1.5 -2.0000 -1.8 -2.0000
D 0.6 0.5000 0.45 0.5000
K 1.6 2.0000 1.9 2.0000

Tableau 2 — Nombre d’itérations requis par la méthode de Newton pour (29)

REMARQUE 4.1. A partir du résultat numérique, on constate que la méthode de
Newton converge tres rapidement lorsque la valeur initiale est proche de la solution
exacte. Cependant, il faut noter que le choix de la valeur initiale appropriée reste un
probleme & résoudre pour obtenir la convergence de la méthode de Newton dans le
calcul numérique du point de Takens-Bogdanov pour les équations différentielles &
retard.

Dans le cas des EDQO, on peut utiliser la courbe de bifurcation de Hopf pour
déterminer de fagon efficiente les valeurs initiales.
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TAKENS-BOGDANOV NUMERICAL ANALYSIS IN PREDATOR-PREY
MODEL WITH DELAY

V. D. Mabonzo, R. Eyélangoli Okandzé and F. D. Langa

Abstract. The aim of this paper is to study the Bogdanov-Takens point in the case of
a Predator-Prey model with delay.
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