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L'�EQUATION NON-HOMOG�ENE DE V�ECUA

Miloje Rajovi�c, Rade Stojiljkovi�c, Dragan Dimitrovski

Abstrait. Le m�ethode de Lagrange de la variation des constantes au cas des �equations
ar�eolaires avec une conjugaison de la fonction inconnue �w, o�u appartient l'�equation bien connue
de I. N. Vecua [1], n'�etant pas valable, on la remplace dans cet article par un m�ethode des it�erations
qui est plus imm�ediat et plus abordable aux traitements num�eriques.

On connait, [1], page 156, que l'�equation de V�ecua

@w

@�z
= Aw +B �w; (1)

w = w(z; �z) = u(x; y) + iv(x; y) �etant une fonction compl�exe de deux variables
z = x + iy, �z = z � iy, di��erentiable dans une region ferm�ee et �nie G du plan
des compl�exes, � �etant la fronti�ere de G, et avec les co�e�cients �etant les fonctions
m�esurables dans l'espace:

A(z; �z); B(z; �z) 2 Lp(G); p > 2;

poss�ede une repr�esentation de la solution

w(z; �z) = �(z)e!(z); (2)

o�u � est une fonction analytique seulement par rapport �a z (c'est �a dire au sense
des �equations de Cauchy-Riemman), en qualit�e d'une "constante" arbitraire de
l'int�egration, !(z) �etant une fonction enti�ere, born�ee dans G et donn�ee par une
int�egrale Denjoi-Th�eodorescu

!(z) =
1

�

ZZ
G

�
A(�) +B(�)

�w(�)

w(�)

�
d� d�

� � z
(� = � + i�): (3)

La formule (2) ne pr�esente pas la solution de l'�equation (1), mais seulement une
forme favorable pour une appr�eciation qualitative de la solution.

Tout cella dit ci-dessus ayant lieu au cas sp�ecial si A(z; �z) et B(z; �z) sont les
fonctions analytiques par chacune des variables ind�ependentes z et �z dans une r�egion
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ferm�ee et �nie G, car dans l'absence des singularit�es de A et B dans l'interieur de
G, l'int�egrale double �ZZ

G

jA(z; �z)jp dx dy

�1=p

toujours existe.

Dans son th�ese du doctorat B. Ilievski [2], et dans l'article [3], sont r�esolues
quelques �equations sp�eciales (1) aux co�e�cients analytiques (par rapport �a z), au
moyen des s�eries ar�eolaires.

Dans son th�ese de la maitrise des sciences mathe�ematiques, R. Stojiljkovi�c
r�esout au moyen des s�eries ar�eolares l'�equation (1) avec les co�e�cients g�en�eraux
analytiques A(z; �z) et B(z; �z), et il obtient pout la repr�esentation (2) une formule
explicite pour la solution de l'�equation de V�ecua dans la forme d'une s�erie des
co�e�cients avec une disposition symm�etrique des �el�ement A, B et l'�el�ement de
l'int�egration �(z):

w(z; �z) = � +

�Z
A� d�z +

Z
B �� dz

�

+

�Z
Ad�z

Z
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Z
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Z
B �� d�z

Z
B d�z

Z
�A�� dz +

Z
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Z
�B �� d�z
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�Z
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Z
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Z
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Z
Ad�z

Z
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Z
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+

Z
B d�z

Z
�B dz

Z
�A�� d�z +

Z
B d�z

Z
�B dz

Z
�B� dz

�
+ � � � (4)

ainsi que les membres sur la k-ti�eme place soient group�es dans une somme de 2k,
k-multiples int�egrales des combinaisons et groupements ci-dessus des �el�ements A,
B, et des leurs conjuigaisons.

On va appliquer maintenant �a l'�equation de V�ecua [1] l'id�ee classique de La-
grange des variations des constantes. Soit dans la repr�esentation (2) �(z), au lieu
d'être une "constante" d'int�egration arbitraire, puisse être une fonction de deux
variables z, �z, que l'on doit d�eterminer pour qu'elle soit la solution, avec (6), d'une
�equation non-homog�ene de V�ecua

@w

@�z
= Aw +B �w + F; (5)

F (z; �z) �etant aussi une fonctions analytique. On va supposer donc que la fonction

w = �(z; �z)e!(z); (6)

!(z) �etante donn�ee par (3), c'est �a dire li�ee avec une �equation homog�ene correspon-
dante de I. N. V�ecua (1).
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A partir de la d�erivation de (6),

@w

@�z
=

@�

@�z
e!(z) +�e!(z) �
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=

@�

@�z
e!(z) +Aw +B �w;

en rempla�cant dans (5) on obtient

@�

@�z
e!(z) +Aw +B �w = Aw +B �w + F;

d'o�u
@�

@�z
= F (z; �z)e�!(z);

c'est �a dire
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= 	(z)�
1

�

ZZ
G

�
F (�; ��)

� � z
exp

�
�
1

�

ZZ
G

�
A(u; �u) +B(u; �u)

�w(u)

w(u)

�
d� d�

u� �

��
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(7)

	 �etant une fonctions analytique �a l'�egard �a z en qualit�e d'une "constante" de
l'int�egration, � = � + i� 2 G, u = � + i� 2 G, z = x+ iy 2 intG.

Ainsi de cette fa�con avec (6) et (7) est donn�ee une repr�esentation de la so-
lution d'une �equation non-homog�ene de V�ecua, en d�ependence de toutes les trois
co�e�cients A(z; �z), B(z; �z), F (z; �z) analytiques, qui se distingue de la solution pro-
pos�ee dans le livre de V�ecua [1], p. 168, formule (5.4):

w(z) =
1

�

ZZ
G

A(�)w(�) +B(�) �w(�)

� � z
d� d� +

1

�

ZZ
G

F (�) d� d�

� � z
+	(z); (8)

d'une appr�eciation plus facile de l'exponentiel e!(z), �a cause de la restrictivit�e du
module du quotient �w=w.

C�ependant, notre formule (7), aussi que la formule de V�ecua (8), ne sont pas les
solutions explicites, mais seulement les formules repr�esentatives. Que le methode
classique de la variation des constantes au sens de Lagrange ici n'aura pas du succ�es,
on le voit de notre solution explicite (4), o�u la "constante" de l'int�egration �(z)
n'est pas isol�ee, ainsi que la variation devienne impossible, c'est �a dire on aura
une variation de la s�erie des constantes, pas une seule, ce qui arrivera jusq�u �a une
�equation int�egrale ou �a une �equation di��erentielle d'ordre in�nie.

On peut conclure que la variation des constantes au cas des �equations de V�ecua
avec une conjuigaison de la fonction inconnue �w, n'est pas possible au sens classique.

C'est pourquoi dans cet article nous donnerons un m�ethode de la solution
du probl�eme non-homog�ene de I. N. V�ecua au cas des co�e�cients analytiques, au
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moyen des s�eries ar�eolaires. Soit valable dans l'�equation (5)

A(z; �z) =

1X
j=0

1X
i=0

aijz
i�zj ; B(z; �z) =

1X
j=0

1X
i=0

bijz
i�zj ; F (z; �z) =

1X
j=0

1X
i=0

fijz
i�zj :

(9)
Alors, suivant le th�eor�eme de Cauchy [4], (5) poss�ede une solution analytique

w = w(z; �z) =
1X
j=0

1X
i=0

cijz
i�zj : (10)

Par un remplacement de (9) et (10) dans (8), apres un calcul prolong�e, on obtient
le th�eor�eme suivant:

Th�eor�em I. La solution g�en�erale de l'�equation non-homog�ene (5) de V'ecua
est donn�ee par l'expression

w = wA;� + wB;� + wA;B;� + wA;B;F ; (11)

ou wA;� pr�esente cette partie de la solution qui d�epend du co�e�cient A et d'�el�ement
arbitraire de l'int�egration �, wB;� la partie de la solution d�ependente de B et �,
wA;B;� est une in
uence commune de tous les deuz co�e�cients A et B, tandis
que wA;B;F contient l'in
uence de la non-homog�eneit�e F en collaboration avec A,
B, ainsi que cettes in
uences sont donn�ees par les s�eries convergentes sym�etriques
suivantes:

wA = �(z) +

Z
A� d�z +

Z
Ad�z

Z
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Z
Ad�z

Z
Ad�z

Z
A� d�z + � � �

(12)
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+ � � � (15)

o�u (15) ne d�epend pas de l'�element d'int�egration �(z).

Plus �exactement dit, le preuve peut être commenc�e par les s�eries (9), ensuite
par l'induction on construit les formules (12), (13), (14) et (15), qu'on peut ensuite
v�eri�er d'une d�emonstration imm�ediate.

Une autre d�emonstration peut être faite du m�ethode d'un remplacement ana-
lytique avec les it�erations imm�ediatement de (5).

Ayant le th�eor�eme I ainsi formul�e, et les solutions explicites, il est facile de
formuler les th�eor�emes suivants, analogues avec les semblables chez les �equations
di��erentielles ordinaires:

Th�eor�eme II. La solution g�en�erale de l'�equation non-homog�ene (5) est dans la
forme d'une somme de la solution g�en�erale de l'�equation correspondente homog�ene
(1), avec un int�egrale particuli�ere de l'�equation non-homog�ene, c'est �a dire

w = w1 +G o�u
@w1

@�z
� Aw1 +B �w1: (16)

La d�emonstration est �evidente.

Th�eor�eme III. La fonction G(z; �z) donnee par (15) est une solution partic-
uli�ere de l'�equation non-homog�ene (5).

La d�emonstration va d'une v�eri�cation imm�ediate.

Th�eor�eme IV. Si dans l'�equation (5) F = f1 + f2 + � � � + fk, c'est �a dire si
(5) est de la forme

@w

@�z
= Aw +B �w +

kX
i=1

fi(z; �z)

et si Gf1 , Gf2 , . . . , Gfk sont les int�egrales particuli�eres des �equations plus simples

@w

@�z
= Aw +B �w + f1

. . . . . . . . .

@w

@�z
= Aw +B �w + fk;
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alors l'int�egrale particuli�ere de l'�equation (5) est

Gf = Gf1 +Gf2 + � � �+Gfk :

La d�emonstration suit si dans (15) on pose F =
Pk

i=1 fi, si l'on devellope et
arrange les int�egrales.

Th�eor�eme V. Avec une supstitution lin�eaire de la fonction

w = �(z; �z)v + �(z; �z) (17)

dans l'�equation non-homog�ene de V�ecua (5), o�u v est une nouvelle fonction incon-
nue, � et � les co�e�cients libres, on obtient de nouveau �equation non-homog�ene
du type (5)

@v

@�z
=

�
A�

1

�

@�

@�z

�
v +B

��

�
�v +

1

�

�
��B + F + �A�

@�

@�z

�
: (18)

La d�emonstration est �el�ementaire.

Les cons�equences:

Th�eor�eme VI. On peut �elire �(z; �z) ainsi que le co�e�cient pr�es de �v soit une
constante ou l'unit�e, de

B
��

�
= const = C = ou 1:

Th�eor�eme VII. On ne peut pas d'une voie �el�ementaire �elire � pour que
l'�equation non-homog�ene (5) avec une supstitution (17) passe dans une �equation
homog�ene du type (1).

Car dans ce cas doit être

1

�

�
��B + F + �A �

@�

@�z

�
= 0

ce qui donne
@�

@�z
= A� +B �� + F ce qui est equivalent �a (5).

Par cet �el�ement l'�equation de V�ecua se di�er�e essentiellement des �equation
ar�eolaires ordinaires, qui ne poss�edent pas la conjuigaison de la fonction �w.

Th�eor�eme VIII. Avec une supstitution lin�eaire de la fonction (17) on ne peut
pas �eliminer le membre conjuigu�e �v.

Car dans ce cas vaudrait B
��

�
= 0, ce qui n'est pas possible au cas g�en�eral.

Ainsi nous avons eclair�e dans cet article quelques questions �el�ementaires de
l'�equation V�ecua relatives �a la non-homog�eneit�e.
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